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INTRODUCTION 


J^c principe de la melliodc utilisée dans cette brochure 
est dû au (iOmmandant Guyou. liCs formules qui con- 
stituent la base de la théorie sont identiques à celles (jue 
l’on rencontie dans le calcul des dérivées et n’exigent 
par suite aucun elïbrt nouveau de mémoire. Vussi les 
procédés de calcul ([ui en dér ivent sont-ils très vite appris 
par les élèves, comme j(; l’ai constaté depuis longtemps. 
Je serais heureux: si ces (jiielques leçons pouvaient con- 
tribuer à divulguer' une méthode à la fois élégante et 
pr’atique. 


W. DU fANNENBEUG. 




ERREURS ABSOLUES 

ET 

ERREURS RELATIVES 


CALCUL DES ERREURS ABSOLUES 

1 

Préliminaires. Objet de la question. 


f . — La ilinerence entic la valeur cxacle a 

d’un n()inl)io et sa valeur approrliée a' est ce (jue Lon aj)pclle 
l'erreur absolue du nombre approcluL 

Une limilc su])éricurc de Lcrn'ur est par dtdinilion un 
nombre supcMieur a celle erieur. 

Dans la j)rali(]U(\ cette CFieur es! assez pelitc pour que Loii 
puisse prendre comme limile supérieure une traction décimale 
i 

de la l'orme , a élant un iiombfe d un cbilfre. Par 

a. 10'^ 

exemple, si on prend pom* le noinbre - la valeur approchée 
])ar dé l’a ut 

== 3 , 1415 , 


l’erreur absolue c, 


1 

= 0 , 0000920 ... < — » 


est inoindi'c qu’une mdlé de l’ordre du dernier chiffre con- 
servé. 
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2 >. Réglé relative a la réduction du nombre de» 
décimales d’un nombre décimal donné. — Si dans un 
nombre décimal donné a on supprime les chiffres décimaux 
qui suivent le n®, on obtient une valeur approchée par défaut 
a' et Terreur absolue 


e< 


1 

10 ^^ 


Supposons que le premier chiffre supprimé soit supérieur 
au chifjre 5. Il convient alors de forcer le n® chiffre conservé, 
c’est-à-dire do l’augmenter d’une unité. On obtient un 
nombre approché par excès et l’erreur absolue 

i 

P . 

En effet, désignons par les lettres a, a', Oj les points de 
Taxe des x qui ont respectivement les nombres a, a' , a, pour 
abscisses 


X 


a' 


7i «7 



et soit 


5 = = 


Le point a est compris entre a' et ; en outre, par hypo- 
thèse, 

, O 

a/a>— » 


donc aa^ < — » 


ou 


acTi < 




ce qui démontre la proposition énoncée. 
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3, Rèjss^U^ relative à la retluetlon du nombre des 
décimales il’uii nombre approché. — Plus généraln 
ment, soit x' une valeur approchée par défaut d’un nombre 
incomiu x et supposons démontré que 


( 1 ) 


X — x/ < 



1 

w 




Si on convertit x' en fraction décimale, il convient dans 
la pratique de traiii^iformer la valeur approchée x' en une gutre 
de jnêrne limife supérieure mais rd ayant que n décimales. A 
cet effet : 

P on supprime toures les décimales qui suivent la rf, ce 
qui donne un nombre x'n ; 

2"’ on augmenle d'une unilé le dernier cliiffre de x'n, 
qui donne un nombia^ x,i. 

Ceci posé, on applitfue la règle suivante : 


Règle. — On jjrend pour valeur approchée de x le nombre 
Xn. (Je nombre est approché par excès et Verrcur est moindre 
([ue 0 : 

mais la condition unique (1) ne permet pas de fixer le sens 
de r approximation. 


Utilisons la i(‘présent.diori géométrique précédente. 


1 


r*' 

B 


X' 


A 


Le point x se trouve par hypothèse à droite du point x' h 
une distance inférieure à o et par suite à gauche du point A. 
Sa distance au point x'n rfest pas forcément inférieure à 8, 
tandis que sa distance au point Xn est certainement inférieure 
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à 5. Toutefois la condition unique (1) ne permet pas de dire 
si le point x est à droite ou à gauche de Xn. La règle est donc 
complètement justifiée. 

On remarquera en outré que cette règle est indépendante 
du chiffre qui suit la zi® décimale dans la valeur approchée x' . 
Elle doit être appliquée même si ce chiffre est inférieur à 5. 

Remarque. — La règle précédente supposo^ essentiellement 
que x' est une valeur approchée par défaut. Dans le cas où 
x' est approchée par excès, il faudra pour être certaiq de ne 
pas modifier la linaite supérieure de Terreur, remplacer x' 
par x'n et non par Xn ; en d'autres termes il ne jaudra pas 
forcer la n® décimale conservée. Dans ce cas encore la con- 
dition unique (1) ne permet pas de fixer le setis de Tapproxi- 
mation. La figure met tout cela en évidence. 

4. IVotatioii. ■ — Soit 

a — a' = Aa, e = ] a — a' | , 

Aa>() si a' est approchée par défaut, 

A( 2 i < 0 — excès. 

des d€‘ûx prolilèmes fonda mcMilaux. — 

Supposons donnée une formule arithmétique 
x = f(a, b, G, ...) 

composée avec des nombres a, b, c... dont on ne peut avoir 
•une valeur numérique exacte. Deux problèmes se posent 
naturellement : 

1® On remplace a, b, c... pcar des valeurs approchées déter- 
minées a', b', c' ... Trouver une limite supérieure de Terreur 
commise sur la valeur approchée 

x' =f(a', b', c', ...). 

2® Avec quelle approximation faut-il calculer a, b, c, ... 
pour que Terreur commise sur x' soit inférieure à un nombre 
donné ? 
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La solution de ces deux problèmes est fopdée sur remploi 
de quelques formules que nous allons établir. On remarquera 
que ces formules sont identiques à celles utilisées dans la 
théorie des dérivées. Elles n’exigent donc aucun effort nou- 
veau de mémoire. 


II 

Solution du premier problème fondamenlal. 

Il s’agit de déterminer une limite supérieure de l’erreur 
commise sur une somme, une différence, un produit, un 
quotient, une racine, connaissant les limites supérieures des 
erreurs dont les données sont entachées. 

f . Erreur coiiiiiii^e «ur une Noiuiue. — Soit 
X = n-\- b 

une somme de deux nombres a et b dont on ne peut avoir 
une valeur munérique exacte. Soient «/ et b' des valeurs 
appj'ochées par défaut de a et b, 

d' = a — An, b' — b — Ab, Aa >0, Ab > 0 ; 

la valeur approchée x' , 

x' =:a' -{-b\ 

est une valeur par défaut et l’erreur est 

^x = a H- b — (a. — Aa) — (b — Ab), 

ou bien 

(T) . AÆ' = Aa-}-Ab. 

Si on connaît une limite supérieure de Aa et Ab, cette for- 
mule fait connaître une limite supérieure de àx. 
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S. Erreur comiiiîse sur une clîflereuee. — Soit 

X = a — b 

et soient encore a et // des valeurs approchées de a et de h ; 
niais ici nous supposerons a' approcliée par dcjaui et b' 
approcliée par cxcc,s\ de sorte (pie 

^a > 0 , M) < 0 ; 

la valeur approcliée 

x' = a ' — b' 

est alors par (Irfdiil et rerreur est 

i\x = a — h — {a — Au.) 4- (b — Ab) , 

ou bien 

(Tl) A;r = Au — Ab, 

Au>0, Ab<0, A.r>0. 

Si on dési^uie par o la valeur absolue d'une erreur A, on 
peut écrire 

ox = ou — h* o/> * 

connue la l’oinuile T, celle Tonnule perniel de calculer une 
limite supérieuie de o.r connaissant une limite supérieuie d(i 
ou et oh. 

•{. Krr*‘ur «ur un prnduit. — Soient 

X — ab, 

et a', b' les valeurs approchées par dcjmü de u et de b. L’er- 
reur absolue de la valeur approchée par dcjaiil 

x' = a' b' 

est 

A.r = U b — (a — Au) (b — Ab), 

Aj‘ = uAb -f- b Au — AuAb. 

En supprimant le terme soustractit, on augmente le second 
membre, donc une limite supérieure de àx est donnée par la 
Ibrmulc 

(111) AjX’ = uAb -h bAa, 


Au>0, 


Ab > 0. 
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Cette formule permet de résoudre le problème proposé dans 
le cas où l’incoimue est un produit (voir exemple numérique 
plus loin). 


4. Erreur coiiiiuiNc^ Hur un quotient. — Soient 




a 


a une valeur approchée de a par défaiil, 
b' — h par exrèii ; 


la valeur 



a' 


est une valeur approchée pa?’ défaut de x et son erreur absolue 
est 

a a — An 

-> An )> 0, Ah <C 0, 

h b — ^b 


ou bien 


, h An. — a Ah 

h (b — My)’ 


Comme Ah est négatif, on augmente le second membre en 
supprimant le second terme du dénominateur. Donc une li- 
mite supérieure de /Sx est A^x : 

bAa — aAb 

(1\) Aj./; = J- ? An )> 0, Ah << 0, Ax )> 0. 


Cette formule permet de résoudre le problème proposé 
dans le cas où x est un quotient. 

Si on désigne encore par 5 la valeur absolue d’une erreur A, 
on peut écrire 


aVhis) 


: 


boa-ha^b 

6^ 


cette formule est celle qu’on utilise dans la pratique. 
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5. Erreur commiise sur une puissance. — Soit 
d'abord 

Æ = ; 

la formule (III) donne 

àiX=2aAa, Aa>0. 

Plus généralement, si 

X = (m = entier), 

on trouve de proche en proche 


6. Erreur commise sur une racine carrée. — Soient 
x = s/^, x' = v^d -}- 8u, 8d 0^ 

l’erreur de la valeur x' approchée par excès est 

v^ï, 


Sa? : 


5a; = 


: y/a- 
5d 


5a- 


oa> 0. 


v^a H- 5a “h v^a 

Si dans le dénominateur on supprime 5a, on augmente le 
second membre, donc une limite supérieure de 5a; est 


0,X : 


m 


Tableau récapitulatif. 

Notations 

a valeur exacte, a' valeur approchée ; erreur absolue : 
a — a' = Aa. 

Aa >0, erreur par défaut ; 

Aa < 0, — excès ; 
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'6a, valeur absolue de Aa, 
6^a, limite supérieure de Sa. 


1 

x=:a-\-b, Aa>0, Ab >0. 

Aa; == Aa -h Ab, Sa? = Sa + Sb. 


11 

x^a — b, Aa>0, Ab < 0. 
Aa? = Aa — Ab, Sa? == Sa H- Sb. 


111 

X = ab, Aa >0, Ab > 0. 
A^a? = aAh -{- bAa, S^^a? = aSb -|- bSa. 


a? = 


IV 

Aa>0, 


Aia? : 


bAa — aAb 


5, a? = 


Ab<0. 

b5a+ oSb 
b^ 


V 


a? = aP^, Aa > 0. 

Aja? = maP^^Aa, S^a? = ma^—^Sa. 


VI 


Aa^O. 

oa 

2v/a 


a? = y/a, 
S^a? = 
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III 


Solution du premier problème fondamental (Sui/e), 
Applications numériques. 


dl . Exemple I. — Soit 

X = Tz ; 

on suppose que Von prenne 4 chifjres décimaux dans tz et 3 
dans \/b, 

- = 3,U15, s/5 = 2,236 ; 

trouver une limite supérieure de Verreur commise dans le 
calcul de x. 

Appliquons la formule (III), 


AjX = üM) + 6Aa, 


par hypothèse 


Art< 


10^ 


a = T., h = s/ 5; 



une liniile supérieure cherchée est 

a h iOa H- h 

TiF HF “ w ’ 


à fortiori 


Ax <C 


40-4-3 

10 ^ 


< 


10^ 

10'^ 


et par suite 


Ax 


102 


Tel est le résultat cherché. 

Remarque. — Ainsi une valeur approchée de x à 0,01 près 
par défaut est 

w 


x' = 3,1415 X 2,236 = 7,02439'4. 
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Appliquons la règle établie (I, 3); nous trouvons 
= 7,0.3, ‘'<lôü' 

La méthode n’indique pas si l’erreur est par défaut ou par 
excès. On verra directement qu’elle est par défaut. 


S. Exemple II. 


Soit 


X — 


v/h 


on prend v/6 par défaut arec 4 décimales exactes et tz par 
excès avec 3 décimales, 

s/6 = 2,4494, t: = 3,142 ; 

trouver une limite supérieure de V erreur commise dans le 
calcul de x. 

Appliquons la formule IV, 
hZa -t- aùb 


et remarquons que 
donc 


. O, = V6, 

3< 6 <4, a <3, 
4ûa -t- 3o6 


b = iz 


ÙX < 


9 


or, par hypothèse, 


oa <; 


iü'^ 


5/,< 


10» 


donc 


ou enfin 


S.r < 


34 

9 . 10 ^ 


a,r< 




10 » 


90 

9.10»’ 


Tel est le résultat cherché. 

Remauquiî. — Une valeur approchée de x à 0,001 près par 



18 


ERREURS ABSOLUES 


défaut est 


2,449 


= 0,7794..., 


e < 


1 


3,142 ’ 10^ 

mais en appliquant la règle établie (I, 3), nous trouvons 

1 


= 0,780, 


e< 


10 ^ 


La méthode n’indique pas si l’erreur est par défaut ou par 
excès. 


3. Ëxempli^ III . — Soit 

X—y/zz; 

on prend tu par excès avec 4 décimales, 
ZZ = 3,1416 ; 


trouver une limite supérieure de V erreur commise dans le 
calcul de x. 

Appliquons la formule VI, 


= 


^TZ 


d’où 


ùX <C àzz <Ci 


10 ^ 


Tel est le résultat cherché. 

Une valeur approchée de a; à 0,0001 près par excès est donc 
j;' = V 3,1416 = 1,772455... 

D’après la règle (I, 3, Rem.), il faudra prendre pour valeui 
approchée de x 

1,7724. «<iV‘ 

Comme dans les cas précédents, la règle utilisée ne permet 
pas de dire si la valeur de Vtu est approchée par excès ou 
par défaut. On vérifiera directement (par exemple en élevant 
.r'o au carré) que la valeur approchée x' 2 est approchée par 
défaut. 



ERREURS ABSOLUES 


19 


Solution du second problème fondamental. 


1 . Exemple I. - — Calculer le nombre 
X = 'îi \/ 5 

à 0,01 près. (Comparer avec III, 1.) 
Appliquons la formule 

= aAb + b\a, a = x, 

on doit avoir 


b = \/ b ; 


aàb -f- bAa <C ■ 


il suffit pour cela que 


aAb < ' 2 y^Q 2 ’ 


bAa < 


2 «. 10 - 


20 . 10 " 


Ces inégalités seront vérifiées à jortiori si AO et Aa sont res- 
pectivement inférieurs à des nombres plus petits que les se- 
conds membres, c’est-à-dire si 


11 suffit donc de prendre pour - et \/5 les valeurs par défaut 
TT = 3,141, v/0 = 2,236. 

La valeur approchée par défaut et satisfaisant à la question 


j;' = 3,141 X 2,236 = 7,023276, 


'< W-’ 


mais, d’après la règle (ï, 3), on doit remplacer x' par 
= 7,03, e < 77 ^* 
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Le sens de lapproximation n’est pas fixé par la règle, mais 
on vérifie facilement que la valeur est approchée par défaut. 


Cl^jcemple 11. 


Calculer le nombre 

S 


à 0,001 près. (Comparer avec TII, 2.) 

Appliquant la formule lY, en remarquant que Au >> 0, 
Ab <C 0, on trouve successivement 


b5urf- uSb r?: 

< ' — U = V fi, 

b2 103 


h = T., 


1 


ja 

b ^ 2.10" 


ÙO. <C 


aùb 


< 


ob <- 


_ 

2.10'' ’ 
b" 


2.10"' "2U.10" 

Ces inégalités seront vérifiées a fortiori si oa et 5b sont 
inférieures à des nombres plus petits que les seconds mem- 
bres, c’est-à-dire si 


la <C 


ou bien 


5 U <.■ 


2 . 10 " 

1 


ob < 


9 


2.4,5.10" 


10 " 


ob < 


\ 

10 " 


Il suffit donc de prendre 
x/fi = 2,449 (défaut), 
ce qui donne la valeur approchée par 
, 2,449 

■" 37142 

D’après la règle déjà uüliséc (T, 3), on doit remplacer la 
valeur approchée x' par 


TT == 3,142 (excès), 
défa 

0,7794... 


^2 = 0,780, 


e< 


1 


1000 


Le sens de l’approximation n’est pas donné par la règle. 
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îl. Exemple III. — Calculer le nombre 

X=: ^/tz 

à 0,0001 près. 

Appliquons la formule 

qui donne une limite siij)érieurc de l’erreur d’une valeur 
approchée par excès. 

On doit avoir 


ta ^ i 

’âTrt lô^ 


Sa< 


2v^a . 
lü‘ 


cette inégalité sera vériliée a forliori si ta est inférieure à une 
quantité plus petite que le second membre, c’est-à-dire si 

-'<w- 

Une valeur approchée de x salisfaisant à la question est 
donc 

x' = v/3Tu16 = 1,77245..., c < -A-, 

10 '* 

c(, d’après la règle (1, 3, licin.) on doil remplacer x' par 
a.'* = 1,772-1, 

On vérifiera comme plus haut que cette valeur est approchée 
par (iéjaiit. 




CALCUL DES ERREURS RELATIVES 


V 

Préliminaires. Objet de la question. 

1. Définition. — Soient comme précédemment : 

a un nombre dont on ne peut obtenir une valeur nume 
rique exacte ; 

2® ai' une valeur approchée ; 

3® e l’erreur absolue. 

Par définition V erreur relative s du nombre approché a 
est le quotient de l’erreur absolue e par la valeur exacte a, 

e 

a 

Remarque. — Si on rend le nombre am fois plus grand (ou 
plus petit), la valeur approchée ma' devient m fois plus 
grande (ou plus petite), donc : 

P l’erreur absolue devient m fois plus grande (ou plus 
petite) ; 

2® l’erreur relative ne change pas. 

Problème I. — Soient : 

P fc le premier chiffre significatif à gauche cran nombre' 
approché par défaut a' (supposé converti en fraction déci- 
male) ; 

2"^ m le nombre des chiffres exacts (à partir du chiffre k 
inclus) dans ce nombre a' . 

Trouver une limite supérieure de Verreur relative du nom- 
bre approché a'. 

D’après la remarque précédente, l’erreur relative est indé- 
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pendante de la position de la virgule dans l’expression de a' ; 
nous pouvons donc supposer cette virgule placée entre le m® 
cldfîre exact et le suivant. 

Dans ce cas, 

1' - cl 

e < 1 , don e = — < — ; 

a a 

d’autre part, si on remplace dans la partie entière tous les 
chiffres sauf le premier par des zéius, on diminue le nombre 
a', donc 


et par suite 




r < 


1 

A. 10"'—^ 


delle est la limite supérieure cherchée. 


îl. II. — SoiL k le premier chiffre significatif à 
gauche d'nt} nombre approché par (léfaul a' (supposé converti 
en fraction (lécimale). Par hypothé^ie l'erreur relative est 

^ ^ h. !()''» 

h étant an chiffre donné. Trouver sur combien de chiffres 
cxacls on peut compter dufts le nombre a . 


('omme précédemnuMit nous pouvons supposer la virgule 
placée immédiatement après le nŸ' chiffre à partir du chiffre k 
inclus, (’.eci tx)sé, 


mais 

donc 



1 

/ÜTÔ^ 


ou 


c < 






e< 


k 4 “ 1 
h 


10 
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Cas. 

d'où 


h > /.■ ; 


k-h h 


c< 


i 

lïï 


le noiid)re a a donc cerlaineioeiU rn 4- 1 cliiffrcs exacts. 

2"" Cas. h ^ k ; 

comiiK' Il .cl k sont des nond)res d’un chiffre, 


et par suite 


^ 1±1 

k 


< It) 


c < 1 ; 


dans h' nomhia' a! on ne peut donc c()ni[)l('r ({iie sur rn. chiffres 
exacis. 

Ainsi, dans la valeur a]>prochée u' on peut compter ; 
h’ sur ni-i-l (hitïies exacis à parlir du chiffre A' inclus, si 
h > A: ; 

2^ sur m cliiffi es ('xacis si h ^ A*. 


4. Coiis<M|U€m<*.os. — Les deux ()roblèmes précédents per- 
mettent d’énoncer* les deux Ihéorèmes suivants : 

Théorème I. — Soirtil : 

14 I: le j)rcmier chiffre slijnijicaüj à gauche il' un tumibre 
apprcchc par dcfaul (suppose convevli en jracllon dcciniaïc) ; 

2^’ rn le nombre des chiffres exacts {<) jiarlir du chiffre A* 
inclus) dans ce nombre approche; 

une limite suf)crieurc de t'erreur rehUivc est donnée par l'iné- 
( J alité 

1 

Théorème II. — Soient : 

l"" A: le premier chiffre significatif à gauche d’un nombre 
approché par défaut ; 
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2^^ /i un nombre donné d'un chiffre ; 


si 


f < 


1 


on peut compter sur m H- 1 chiffres exacts à partir du chiffre 
k si h > k, et sur m chiffres exacts si h ^ k. 

Dans l'application du théorème I, nous aurons à utiliser 
la remarque suivante. 

Remarque. — Soit a' un nombre approché par défaut avec 
m clii rires exacts (d’un nombre a) et supposons que l’on sup- 
prime toutes les décimales qui suivent le nt chiffre exact, on 
obtient un nombre approché par défaut pour lequel l’erreur 
absolue 


I 



n élani l’ordre de la dernière décimale conservée. 

Ceci jK)sé, si on force d’une unité la rP décimale, on obtient 
une valeur approchée a!' par excès, mais la limite supérieure 
de l’erreur alisolue n’est pas altérée ; il en est donc de même 
de la limile supérieure de l’erreur relative. On peut donc affîr- 
itjer que j>our le second nombie ap|.)roché on a encore 

1 

' /.-.lO™-!' 

Par exemple, soit 

= 3,14ir)92()...., 

et soit 

= 3,1415, 

une valeur approchée par défaut avec 5 chiffres exacts. 

Le théorème I donne 

1 . 


mais pour le nombre approché par excès 
tJ’ = 3,1416, 
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on a encore 

e < - A-: 

^ 3.10" 

quoiqu’il n’ait pas 5 chiffres exacts. 

5». Énoncé tics problctncs du type fondamental. — 

Les notions précédentes conduisent naturellement au pro- 
blème type suivant. 

Problème fondamental. — On donne une formule arith- 
métique 

X = /(«, b, c, ...) 

composée avec des nombres a, b, c..., dont on ne peut trouvet 
une valeur numérique exacte. Avec quelle approximation 
faut-il calciilcK a, b, c, ... pour que la valeur approchée de x 
contienne un nombre donné de chiffres exacts à partir du L‘^' 
chiffre significatif à gauche. Déterminer ensuite cette valeur 
approchée. 

La solution de ce problème repose sur les théorèmes I et II 
et sur dos formules qui seront établies dans le chapitre sui- 
vant. On remarquera que ces formules sont analogues à celles 
que l’on rencontre dans la théorie des logarithmes. Comme 
les formules des erreurs absolues, elles n’exigent aucun effort 
nouveau de mémoire. 

O. Problèmes dérîv€‘« du précédent. — Dans la pra- 
tique on rencontre d’autres types de problèmes sur les 
erreuîs relatives, mais ils se ramènent au précédent ou sont 
des conséquences immédiates des formules du chapitre sui- 
vant. 

1er type. — donnée étant la même, avec quelle approxi- 
mation faut-il déterminer a, b, c pour que Terreur relative 
¥ de x' soit moindre qidun nombre donné, par exemple 0,0001. 
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40 ^ 


déleiinincr ensuite cette xmleur appx'ochée x\ 

Pour que celle inégalité soit vérifiée, il suffit (th. 1) que le 
nombre approché ait 5 chifjres exacts à parlir du 1*^*’ chiffre 
significatif à gauclu'. On est donc ramené au problème précé- 
dent. 

2« type. — Calculer le nombre coti sidéré déjà 
X = / (d, /), c, ...) 
à 0,0001 ju'cs (le sa râleur. 

(a' problème est iclenlicpie an ])]écéd(mt. 

3« type. — Dans la formule jxrécédcnfe 
X = / (a, /), c, ), 

0/1 remplace a, b, c par des imleurs ajxprochées déf crm i nées 
a\ /)', c' ... ; troxwer une limite supérieure de /’eri'eur relative 
cofximisc sur la vedeur approeliée 

x' = f (a', b', c', ). 

La solution résulte immédiatenuMil des formules du cha- 
[)itr<‘ siii\ant. 

4® type. — Avec (juelle approximation Jaui-il c(deuler 
a, b, c... pcair que l'erreur al)soliie commise sur la valeur 
approchée x' soit inférieure à un nombre donné, 

i . 




10 ” 


déterminer ensuite cette valeur approchée. 

Ce ])roblème a été résolu dans la première partie, sans la 
notion d’erreur relatixe. Il est .souvent plus avantageux d’uti- 
liser la théorie actuelle. A cet effet : 


1*^ un détermine le V 


chiffre significatif à gauche k du 
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nombre exact x et Tordre décimal de ce chiffre, ce qui en 
général est un problème très simple; 

2° on en déduit le nombre m des chiffres exacts exigé. 

On est ainsi ramené au problème fondamental. Dans Tap- 
plication de cette méthode, le sens de Tapproximation du 
résultat est toujours bien fixé. 


VI 

Formules utilisées dans le calcul 
des erreurs relatives. 

Il s'agit de déterminer une limite supérieure de Verreur 
relative commise sur un produit, un quotient, une racine, 
connaissant les limites supérieures des erreurs relatives dont 
les données sont entachées. 

1. Erreur relative d*uii produit. — Soit 

X = ah 

et conservons les notations utilisées plus haut (II, 3). On a 
vu que 

= aAh -h bi\a, (Aa >> 0, Ab >> 0) ; 

on en déduit. 

A,x Aa Ab 

X a b 

et par suite 

(I) 8i = a -f- P, 

a, P étant les erreurs relatives de a' et b' et une limite supé- 
rieure de Terreur relative de x' . 
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S. Erreur relative d’un quotient. — Soit 

« 


^ ùd — -f- Aoi 0, 

I 55 = — A5 >> 0, 
oa 86 

i — J 

a h 

on trouve encore 

(!') F, =:a4-p. 

Rappelons que a' est une valeur approchée par défaut et b' 
une valeur approchée par excès. Enfin a est l’erreur relative 
de a' el fj rerrciir relative de 5'. 

ti. Erre^ur relative <l’uiie puiNNanee. — Soit 

X = ; 

on a trouva; (TT, 5) 

/\^x = /ntt^‘~^Aa, 

d’où 

A, a; Aa 

X a 

et par suite 

(Tl) Fl = ma. 

4, Erreur relative^ d*une raeîne. — Soit 
X — s/ a ; 


on a vu que 

5oa H- aob 
0,x= 

d’où 

8,5C 

X 


la formule (TI, G) donne 
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d’où 


et par suite 

(ni) 


OiX i 8a 

X 2 a 

i 


S. Romstrqiie. — Si dans les formules 

T 

X — (ib e( a? = -7- 

b 

le nombre a est un nombre exact (Aa = 0), la formule 1 se 
réduit h 

e, = S. 


\1T 

Solution des problèmes du type fondamental. 

1 . I. — Calculer le nombre 

_ l 

avec 5 chiffres exact s. 

Le premier chiffre significatif à gauclie de x, supposé 
converti en fraction décimab*, est égal à 3. Il s’agit de calculer 
X avec 5 chiffres exacts à partir du chiffre 3 inclus. Soient 
7c' une valeur approchée de t: par excès, (erreur relative, a), 

i 

' = — la valeur — x par défaut, (erreur relative, r). 
On a vu (form. T) qu’une limite supérieure de h est 


X 
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il suffit donc (théorème II) que 

1 

a< 


4 . 10 ^ 


(h = 4>3). 


Cette inégalité sera a fortiori satisfaite si a est inférieure à 
un nombre plus petit que le second membre, c’est-à-dire si 




1 


ou 


a<- 


30.i0^ ^ 3.10^ 

Il suffit donc de prendre (V, 4, Rem.) 

or' = 3,14160 

et par suite 

1 


X = 


= 0,318309... 


3,1416 

La Valeur approchée de x par défaut avec 5 chiffres exacts 
est donc 

a: = 0,31830 (défaut). 


2. ËxempU^ II. — Calculer le nombre 

X = 'jz\/ 5 

avec 3 chiffres exacts. 

Le chiffre significatif à gauche dans a? est 7 ; il s’agit 
donc de déterminer une valeur approchée de x avec 3 chiffres 
exacts à partir du chiffre 7 inclus. Soient 

a = \/5, b = TC, 

a' une valeur approchée de a par défaut (erreur relative : a), 

b’ - b , - ( - P), 

x' = a'h' — X — ( — s). 

Une limite supérieure e, de s est (torm. I) 

E, = a + P 

et la solution résulte d'une suite d’inégalités dont chacune 
est la conséquence des suivantes, à savoir 


a + P< 


8.10= 


(th. II), 


h = 8 > 7. 
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ot< 

a< 


1 


16.102 

1 




< 


16.102 

1 


2 . 10 " ^ 3 . 10 " 
d^où (ï' = 2,236, b' = 3,141, (th. I), 

x' =o'/y = 7,023276, 
et le résultat cherché est doue 

57=7,02, (défaut). 


3. Exemple III. — Calculer le nombre 

v/h 


avec 3 chiffres exacts. 

Le premier chiffre significatif à gauche dans x, supposé 
converti en fraction décimale, est égal à 7. Il s’agit donc de 
déterminer une valeur approchée de x avec 3 chiffres exacts 
h partir du chiffre 7 inclus. Soient : 

a = \/6, b = 'K, 

a' une valeur approchée de a par défaut (erreur relative a), 

b' ■ — — b par excès ( — P), 

, a' 

X = — valeur — x par défaut ( — e). 

Une limite supérieure de e est (form. I') 

8^ = a + ? ; 

la solution résulte d’une suite d’inégalités dont chacune est 
la conséquence des suivantes, à savoir 




(th. II), 


h = 8>7, 
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d’où (V, 4, Rem.) 


a' = 2,449, b' = 3,142 


(th. I) 


ce' = — = 0,7794... 
h 


Ainsi la valeur approchée par défaut de x avec 3 chiffres 


exacts est donc 


.r=: 0,779, 


(défaut). 


/%, Exemple IV. — Caicuîer le rayon de la sphère fer- 
reslre ù près par défaut. 

La circonférence d’ur) f?rand cercle étant 40.000 km., le 
rayon x est donné en kilomètres par la formule 


40.000 

X = - — =: 20.000a, 
2t, 


= 0,318309. 


Le nombre x a 4 chiffres à la partie entière et son V'^' chiffre 
à gauche csl 6. 11 s’agit donc de délerminer une valeur appro- 
chée de X avec 4 chiffres exacis à partir du chiffre G inclus. 

L’erreur i-elative de x' est égale (V, 1) à l'erreur relative 
a de a'. Il suffit donc (th. Il) que 

(e /i = 7>G; 

celle inégalité sera vérifiée a fortiori si a est inféiâeiire a une 
quantité plus petite que le 2^ membre, c’est-à-dire si 

1 

“ <-:r77:r ’ 


il suffi! pour cela de prendre a' avec 5 chiffres exacts à partir 
de 3 inclus (th. I). 
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a' = 0,31830, 

d’où x' = 20000 a' = 6366. 

Ainsi la valeur cherchée du rayon à près par défaut 
est 

X = 6366 krn, c < 1. 

On remarquera que, d’après l’inégalité (1), 


1 

£ < ^ fortwri 


«< 


1 

103 
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